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Â êðàòêîé çàìåòêå îáçîðíîãî õàðàêòåðà èçëàãàåòñÿ ðàçâèòèå êîíöåïöèè âèíòîâ, îêàçàâ-
øåé â êîíå÷íîì ñ÷¼òå âëèÿíèå íà ñîçäàíèå òâèñòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

In a short review the dvelopment of the concept of the screw is oulined and its impact on the
creation of the twistor calculus is emphasized.
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1. Ââåäåíèå

Ðàçâèòèå òåõíèêè â 19 âåêå ìîòèâèðîâàëî ðàçâèòèå ñòàòèêè è âû÷èñëèòåëüíîé êè-
íåìàòèêè. Ïðîáëåìà ñëîæåíèÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ âäîëü ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ,
ïðèâåëà ê ïîÿâëåíèþ êîíöåïöèé ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ è âèíòîâ è ïîíèìàíèþ ñèëû
êàê âèíòà, à îïèñàíèå ìíîæåñòâà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òâ¼ðäîå òåëî - ê êîíöåïöèè
ãðàññìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Àíàëèç íà ãðàññìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñòîëåòèåì ïîç-
æå ïîñëóæèë îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ òâèñòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïîñêîëüêó áûëà âûÿâ-
ëåíà âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâ-
ñêîãî êàê ãðññìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ â 4-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (òâèñòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì). Òâèñòîðíàÿ òåõíèêà óñïåøíî èñ-
ïîëüçîâàëàñü äëÿ êëàññèôèêàöèè èíñòàíòîíîâ â òåîðèè ßíãà-Ìèëëñà è äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ íåêîòîðûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà.

Ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, èñïîëüçîâàííûå â ýòîé ëèíèè ðàçâèòèÿ ôèçèêè,
íå ïîëó÷èëè äîëæíîãî âíèìàíèÿ â îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàììàõ. Â äàííîé çàìåòêå
ñäåëàíà ïîïûòêà äàòü ïðîñòîå è íàãëÿäíîå îïèñàíèå âèíòîâ è ãðàññìàíîâûõ ìíîãî-
îáðàçèé. Ïîä÷¼ðêèâàåòñÿ �èíæåíåðíîå� ïðîèñõîæäåíèå óïîìÿíóòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îáúåêòîâ, èìåþùèõ ðåïóòàöèþ ñëîæíûõ è àáñòðàêòíûõ.

2. Çàäà÷à î ñëîæåíèè ñèë è ñêîëüçÿùèå âåêòîðû

Êîíöåïöèÿ âèíòà âîçíèêëà â ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå ïðè ðàñ÷¼òàõ, òðåáóþùèõ ó÷¼-
òà áîëüøîãî ÷èñëà ñèë, äåéñòâóþùèõ â ñëîæíûõ ìåõàíèçìàõ [1,2]. Çàäà÷ó î ñëîæåíèè
ñèë â ñòàòèêå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: òðåáóåòñÿ íàéòè ðàâíîäåéñòâóþùóþ ñèë,
äåéñòâóþùèõ íà òâ¼ðäîå òåëî, ÷òîáû ìîìåíò ýòîé ðàâíîäåéñòâóþùåé îòíîñèòåëüíî
ëþáîé òî÷êè áûë ðàâåí ñóììå ìîìåíòîâ.

Â ñòàòèêå ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òâ¼ðäîå òåëî, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîëüçÿùèì âåê-
òîðîì, ïîñêîëüêó õàðàêòåðèçóåòñÿ íå òîëüêî âåëè÷èíîé è íàïðàâëåíèåì, íî è ëèíèåé
äåéñòâèÿ.

1E-mail: rnr@ihep.ru
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Ðàçëè÷èå ìåæäó ôèêñèðîâàííûìè, ñâîáîäíûìè è ñêîëüçÿùèìè âåêòîðàìè òàêî-
âî: ñâîáîäíûé âåêòîð îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî ëþáûõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ;
ñêîëüçÿùèé âåêòîð - ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü ñâîåãî íàïðàâ-
ëåíèÿ; ôèêñèðîâàííûé âåêòîð íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
çàäàþùèì åãî íàïðàâëåííûì îòðåçêîì. Áîëåå ñòðîãî, ñêîëüçÿùèé âåêòîð - ýòî êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, åñëè ýêâèâàëåíòíûìè ñ÷èòàþòñÿ íàïðàâ-
ëåííûå îòðåçêè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.

Ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ. Çàäà÷à î ñëîæåíèè
ñèë ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ áîëåå îáùåãî, ÷åì âåêòîð, ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïîíÿòèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà òâ¼ðäîå òåëî.

Ñóììà äâóõ ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ
−→
AB è

−−→
CD, äåéñòâóþùèõ âäîëü ïðÿìûõ (AB) è

(CD), íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ñêëàäûâàåì
−→
AB è

−−→
CD êàê ñâîáîäíûå

âåêòîðû
−→
AB +

−−→
CD =

−−→
MG, çàòåì óìåíüøàåì ïðîèçâîë â âûáîðå íà÷àëà ðåçóëüòèðó-

þùåãî âåêòîðà (òî÷êè M):

� Åñëè (AB) è (CD) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , òî M = P (ò.å. ëèíèÿ äåéñòâèÿ
ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà ïðîõîäèò ÷åðåç P ).

� Åñëè ñêëàäûâàåìûå âåêòîðû ñîíàïðàâëåíû:
−→
AB ↑↑

−−→
CD, òî M âûáèðàåòñÿ íà

îòðåçêå
[
AC
]
òàê, ÷òî

|AM |
|MC|

=
|CD|
|AB|

(1)

� Åñëè ñêëàäûâàåìûå âåêòîðû ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû:
−→
AB ↑↓

−−→
CD è |AB| >

|CD|
(
|AB| < |CD|

)
, òî÷êà M âûáèðàåòñÿ íà ÷àñòè ëó÷à [CA)

(
[AC)

)
âíå îò-

ðåçêà [AC] òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå (1).

� Âûðîæäåííûé ñëó÷àé:
−→
AB ↑↓

−−→
CD è |AB| = |CD|; ïðåäåëüíûé ïåðåõîä |AB| →

|CD| ïðèâîäèò êM → ∞ è |MG| → 0, ïðè÷¼ì |
−−→
MG×

−−→
AM | → |

−→
AC×

−→
AB|. Ðåçóëü-

òèðóþùàÿ ñèëà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî âåëè÷èíå, ëèíèÿ å¼ äåéñòâèÿ ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé ïðÿìîé, ïðè÷¼ì å¼ ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè

ïëîñêîñòè ñòðåìèòñÿ ê ìîìåíòó ïàðû ñèë
−→
AB è

−−→
CD. Êîíöåïöèÿ �ïàðû ñèë� (ò.å.

÷èñòîãî ìîìåíòà) â ñòàòèêå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ýòîé ñèòóàöèè [3].

� Åñëè (AB) è (CD) ñêðåùèâàþòñÿ, ðàñêëàäûâàåì êàæäûé èç ñêëàäûâàåìûõ âåê-

òîðîâ íà êîìïîíåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
−→
AB =

−→
AE +

−−→
EB,

−−→
CD =

−→
CF +

−−→
FD,

ãäå
−→
AE è

−→
CF ïàðàëëåëüíû

−−→
MG,

−−→
EB è

−−→
FD ïåðïåíäèêóëÿðíû

−−→
MG; ïðè ýòîì−−→

EB +
−−→
FD = 0, ñëåäîâàòåëüíî

−−→
EB è

−−→
FD ïðåäñòàâëÿþò ÷èñòûé ìîìåíò, ïàðàë-

ëåëüíûé
−−→
MG. Ïîëîæåíèå òî÷êè M îïðåäåëÿåòñÿ ïóò¼ì ñëîæåíèÿ ïàðàëëåëü-

íûõ âåêòîðîâ
−→
AE è

−→
CF êàê ñêîëüçÿùèõ:

−→
AE +

−→
CF =

−−→
MG.
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3. Âèíòû è ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà

Ñêîëüçÿùèé âåêòîð
−→
AB (ñèëó) â 3-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü áèâåêòîðîì f =
−→
OA ∧

−−→
OB â ðàñøèðåííîì 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå T:( −→

OA
−−→
OB

)
=

(
1, xA, yA, zA
1, xB, yB, zB

)
,

ãäå O - íà÷àëî êîîðäèíàò â T, à (xA, yA, zA) è (xB, yB, zB) - êîîðäèíàòû A è B ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû áèâåêòîðà
−→
OA ∧

−−→
OB

p01 =

∣∣∣∣ 1 xA

1 xB

∣∣∣∣ p02 =

∣∣∣∣ 1 yA
1 yB

∣∣∣∣ p03 =

∣∣∣∣ 1 zA
1 zB

∣∣∣∣
p12 =

∣∣∣∣ xA yA
xB yB

∣∣∣∣ p13 =

∣∣∣∣ xA zA
xB zB

∣∣∣∣ p23 =

∣∣∣∣ yA zA
yB zB

∣∣∣∣
ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ êàê î âåêòîðå ñèëû Fi = p0i, òàê è î å¼ ìîìåíòå îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò Mi = ϵijkpjk.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñêîëü-
çÿùèìè âåêòîðàìè â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ðàçëîæèìûìè âíåøíèìè ôîðìàìè
(áèâåêòîðàìè) â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùèìè ñðåäè ìíîæèòåëåé õîòÿ áû
îäèí âåêòîð ñ íåíóëåâîé t-êîìïîíåíòîé.

Ïîñêîëüêó ñóììà äâóõ áèâåêòîðîâ íå âñåãäà åñòü ðàçëîæèìàÿ ôîðìà, ñóììà ñèë
íå âñåãäà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñêîëüçÿùèì âåêòîðîì.

Îäíàêî, íåðàçëîæèìóþ ôîðìó âèäà f1 ∧ g1 + f2 ∧ g2 (èç íåðàçëîæèìîñòè ñëå-
äóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü f1, g1, f2 è g2) âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-

ìû f ′
1 ∧ g′1 + f ′

2 ∧ g′2, ãäå f ′
1 = (0, f⃗ ′

1), g
′
1 = (1, g⃗′1), f

′
2 = (0, f⃗ ′

2), g
′
2 = (0, g⃗′2) ; ïðè

ýòîì f ′
1, g

′
1, f

′
2, g

′
2 ïîëó÷àþòñÿ èç f1, g1, f2, g2 ñèìïëåêòè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Áî-

ëåå òîãî, ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
⃗̃
2f × ⃗̃

2g ∥ f⃗ ′
1. Áèâåêòîðû f ′

2∧ g′2, ó êîòîðûõ g
′(0)
2 = f

′(0)
2 = 0, îòâå÷àþò ïàðå ñèë (ò.å. ÷è-

ñòîìó ìîìåíòó). Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ïðîèçâîëüíûõ ñèë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå êîìáèíàöèè ñèëû (ñêîëüçÿùåãî âåêòîðà) è ÷èñòîãî ìîìåíòà, ïàðàëëåëüíîãî
åìó (ñâîáîäíîãî âåêòîðà). Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî âïåðâûå äîêàçàíî Ë.Ïóàíñî [3]. Òà-
êàÿ êîìáèíàöèÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå âèíòà, ñóììà äâóõ âèíòîâ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ âèíòîì;
ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå óãëà ìåæäó âèíòàìè, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âèíòîâ è
äðóãèå îïåðàöèè ñ âèíòàìè.

Òàêèì îáðàçîì, àäåêâàòíîå îïèñàíèå âîçäåéñòâèÿ íåñêîëüêèõ ñèë íà òâ¼ðäîå òå-
ëî äà¼òñÿ â òåðìèíàõ âèíòîâ, à íå âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì îñîáîå çíà÷åíèå èìååò ïðåä-
ñòàâëåíèå âèíòîâ 2-ôîðìàìè pije

i ∧ ej â ðàñøèðåííîì 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñèëû
(ò.å. ñêîëüçÿùèå âåêòîðû) ïðåäñòàâëåíû 2-ôîðìàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøå-
íèþ Ïëþêêåðà

p01p23 − p02p13 + p03p12 = 0 , (2)

êîòîðîå ïðåäñòâàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ñèëû è å¼ ìîìåíòà îòíîñè-
òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
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Âèíò, ò.å. ýêâèâàëåíò äåéñòâèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñèë íà òâ¼ðäîå òåëî, îäíî-
çíà÷íî çàäà¼òñÿ ïàðîé (F⃗ , M⃗), ãäå F⃗ - ñóììà âñåõ ýòèõ ñèë, ïðåäñòâëåííàÿ ñêîëüçÿ-

ùèì âåêòîðîì ñ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ëèíèåé äåéñòâèÿ ∥ F⃗ , à M⃗ - ñóììà ìîìåíòîâ
âñåõ ñèë îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè O íà ýòîé ëèíèè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âèíò
íå çàâèñèò íè îò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîèçâîëà â âûáîðå ëèíèè äåéñòâèÿ F⃗ , íè
îò âûáîðà òî÷êè O: M çàâèñèò îò òî÷êè O òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîâîêóïíûé ýôôåêò
äåéñòâèÿ F⃗ è M⃗ íà òåëî îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëèíèÿ
äåéñòâèÿ, ÷òî M⃗ = pF⃗ , ýòà ëèíèÿ äåéñòâèÿ íàçûâàåòñÿ îñüþ âèíòà.

Ïîìèìî âèíòîâ, îïèñûâàþùèõ âîçäåéñòâèå ñèñòåìû ñèë íà òâ¼ðäîå òåëî (íàçû-
âàåìûå ñèëîâûìè èëè äèíàìè÷åñêèìè), ìîæíî ðàññìîòðåòü âèíòû, îïèñûâàþùèå
äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà - êèíåìàòè÷åñêèå âèíòû. Êèíåìàòè÷åñêèé âèíò - ýòî ïà-
ðà (Ω⃗, v⃗), ãäå Ω⃗ - ñêîëüçÿùèé âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, ëèíèåé äåéñòâèÿ êîòîðîãî
ñëóæèò ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ, à v⃗ - ñâîáîäíûé âåêòîð ñêîðîñòè.

Êîíöåïöèÿ âèíòîâ è âèíòîâîå èñ÷èñëåíèå îêàçàëèñü èñêëþ÷èòåëüíî ïîëåçíûìè
â òåõíè÷åñêîé ìåõàíèêå [4] è ðîáîòîòåõíèêå [5] äëÿ ðàñ÷¼òà ðàçëè÷íûõ ìåõàíèçìîâ.
Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè ñ ïðèìåðàìè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìîæíî íàéòè
â ìîíîãðàôèè [2].

4. Âèíòû è òâèñòîðû

Îäíàêî, èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü âèíò, â íåêîòîðîì ñìûñëå äóàëüíûé ê êèíå-
ìàòè÷åñêîìó - äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà ìîæíî òàêæå õàðàêòåðèçîâàòü âèíòîì (p⃗, J⃗)
ãäå p⃗ - ñêîëüçÿùèé âåêòîð èìïóëüñà, ëèíèÿ êîòîðîãî òàêîâà, ÷òî ìîìåíò èìïóëü-
ñà îòíîñèòåëüíî òî÷åê ýòîé îñè ïàðàëëåëåí èìïóëüñó, à J⃗ - ñâîáîäíûé âåêòîð ìî-
ìåíòà èìïóëüñà. Ýòîò âèíò ìû íàçîâ¼ì âèíòîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Ñóììà äâóõ
òàêèõ âèíòîâ îòâå÷àåò âèíòó êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñîñòàâíîé ñèñòåìû, ðàçíîñòü -
îòíîñèòåëüíîìó äâèæåíèþ. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà òâ¼ðäîå òåëî ñòàíîâèòñÿ ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êîé, íî åãî ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå, ìîæíî
ãîâîðèòü î ìàòåðèàëüíîé òî÷êå ñî ñïèíîì. Îïåðàöèè ñ âèíòàìè êîëè÷åñòâà äâèæå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþò îïèñàíèþ äèíàìèêè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
ñî ñïèíîì (ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â êëàññè÷åñêîì íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè).
Îäíàêî, âèíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ çàìå÷àòåëåí òåì, ÷òî îí åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îáîáùàåòñÿ íà ðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé: 3-âåêòîð p⃗ çàìåíÿåòñÿ íà 4-âåêòîð pµ, à îáû÷-

íûé ìîìåíò J⃗ çàìåíÿåòñÿ íà ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãåíåðàòîðàì ãðóïïû Ëîðåíöà
Jµν (ôîðìó ðåëÿòèâèñòñêîãî óãëîâîãî ìîìåíòà). Êàê è â ñëó÷àå ñèëîâîãî âèíòà, èç-
ìåíåíèå ëèíèè äåéñòâèÿ âåêòîðà èìïóëüñà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ óãëîâîãî ìîìåíòà
ñîãëàñíî ôîðìóëå

Jµν → Jµν + xµpν − pµxν , (3)

Ñðåäè ìíîæåñòâà ðåëÿòèâèñòñêèõ âèíòîâ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îñîáî âûäåëåíî
7-ìåðíîå ïîäìíîæåñòâî âèíòîâ, èìïóëüñû êîòîðûõ ëåæàò íà ñâåòîâîì êîíóñå. Â ýòîì
ñëó÷àå òåíçîðíûå âåëè÷èíû Jµν è pµ ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ äâóõ âåéëåâ-
ñêèõ 2-ñïèíîðîâ ωA è πȦ

pµσ
µ

AȦ
= π̄AπȦ (4)

Jµνσ
µ

AȦ
σν
BḂ

= ı(ωAπB + ωBπA)ϵȦḂ − ıϵAB(ωȦπḂ + ωḂπȦ) .



5

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî (3) âëå÷¼ò çà ñîáîé çàâèñèìîñòü ñïèíîðà ω îò x:

ωA = ω̊A + xAȦ , πȦ (5)

ãäå

xAȦ = σAȦ
µ xµ =

(
x0 + x3 x1 − ıx2

x1 + ıx2 x0 − x3

)
.

Ïàðà ñïèíîðîâ (ωA, πȦ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (5), ïîëó÷èëà íàçâàíèå òâè-
ñòîðà [6, 7].

Äðóãîé ïîäõîä, ïðèâîäÿùèé ê êîíöåïöèè òâèñòîðîâ, âîçíèêàåò èç îïèñàíèÿ ìíî-
æåñòâà ñâåòîâûõ ëó÷åé â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè [8]. Èñïîëüçîâàíèå

êîîðäèíàò Ïëþêêåðà
(
vµ,Mµν = vµlν − lµvν

)
, äëÿ îïèñàíèÿ ñâåòîâîãî ëó÷à îáùåãî

ïîëîæåíèÿ, ãäå 4-âåêòîð v íàïðàâëåí âäîëü ñâåòîâîãî ëó÷à, à ñâåòîïîäîáíûé âåêòîð
l ñîåäèíÿåò íà÷àëî êîîðäèíàò ñ ðàññìàòðèâàåìûì ñâåòîâûì ëó÷îì, âïîëíå àíàëîãè÷-
íî îáñóæäàâøåìóñÿ âûøå ðàññìîòðåíèþ äèíàìè÷åñêèõ âèíòîâ è âèíòîâ êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ. Ñâåòîïîäîáíûå âåêòîðû v è l ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ 2-ñïèíîðîâ,

vµσ
µ

AȦ
= ῡAυȦ lµσ

µ

AȦ
= λ̄AλȦ (6)

5-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñâåòîâûõ ëó÷åé åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â âåùå-

ñòâåííî 8-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òâèñòîðîâ Zα = (λȦ, υA), ãäå λ
Ȧ =

ῡAl
AȦ

ῡAλ̄A
.

Ê êîíöåïöèè òâèñòîðà ìîæíî ïîäîéòè è ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà÷èíàÿ íå ñ ïîñòðî-
åíèÿ òâèñòîðíûõ àíàëîãîâ êàêèõ-ëèáî îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, à ñ
ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ïëîñêîñòÿìè â CC4. Èìåííî, ïîñòà-
âèì êàæäîé òî÷êå x ìàòðèöó (xµ ñ÷èòàþòñÿ êîìïëåêñíûìè)

X =
(
I, σAȦ

µ xµ
)

=

(
x0 + x3 x1 − ıx2 1 0
x1 + ıx2 x0 − x3 0 1

)
.

è ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü â CC4, íàòÿíóòóþ íà ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû. Òàê âîçíèêàåò
ðåàëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî êàê áîëüøîé êëåòêè Øóáåðòà ãðàññìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ Gr2(CC

4), ýòîò ïîäõîä ïîäðîáíî èçó÷åí â ìîíîãðàôèè [9].

5. Çàêëþ÷åíèå

Êîíöåïöèÿ ãðàññìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ âîçíèêàåò âïîëíå åñòåñòâåííî ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è î ñëîæåíèè ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òâ¼ðäîå òåëî. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà
òàêèõ ñèë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå âèíòà: ñóïåðïîçèöèè ñèëû è ïàðû ñèë.
Ïðîñòðàíñòâî âèíòîâ èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó âíåøíèõ ôîðì â RR4, ãèïåðïëîñêîñòü
x0 = 0 â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ 3-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñèë. Ðàçëîæèìûå ôîðìû ñî-
îòâåòñòâóþò �ïåðâè÷íûì� âåëè÷èíàì: ñèëàì ëèáî ÷èñòûì ìîìåíòàì (ïàðàì ñèë).
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ñèë è ïàð ñèë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàññìàíîâ êîíóñ, ïðî-
åêòèâèçàöèÿ êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå Gr2(RR

4). Òàêîé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèëû è ïàðû ñèë êàê âåëè÷èíû îäíîé ïðèðîäû.
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Â äàëüíåéøåì âíèìàíèå ê òåîðèè ãðàññìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïðèâåëî ê íàáëþ-
äåíèþ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Gr2(CC

4) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êîìïëåêñèôèöèðîâàííûì
êîìïàêòèôèöèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî, ÷òî ïîçâîëÿåò âûðàæàòü ìà-
òåìàòè÷åñêèå îáúåêòû â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ÷åðåç òàêîâûå â èñõîäíîì ïðî-
ñòðàíñòâå òâèñòîðîâ CC4.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òâèñòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì,
åñëè ìîìåíò è 4-èìïóëüñ ðåëÿòèâèñòñêîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìûå êàê âèíò, âûðà-
çèòü ÷åðåç âåéëåâñêèå ñïèíîðû: ïàðà ñïèíîðîâ, îáðàçóþùèå òâèñòîð, èìåþò òàêóþ
æå çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò, êàê è ïàðà âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ âèíò.

Òàêèì îáðàçîì, êîíöåïöèè âèíòîâ è ãðàññìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ñôîðìèðîâàâ-
øèåñÿ â ýïîõó áóðíîãî ðàçâèòèÿ ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè, ñûãðàëè ñóùåñòâåííóþ ðîëü
â ðàçâèòèè òåîðèè òâèñòîðîâ.
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